
１　はじめに
　３次元射影空間 内の⾮特異射影曲線（空間曲線）の分類は古来より行われてきた。1882 年、空

間曲線の分類に関する懸賞「The Steiner Prize」が懸けられた。この問題に対し、Noether（1882）, 

Halphen（1882）が解決に寄与し、賞を分けた。著者らは、それぞれ 200 ページにわたる論説の中で、

約 20 次までの曲線を網羅したリストを作成した。現在では、理論的な側面はよく知られている。近

年では Chow 多様体または Hilbert スキームの導⼊により、与えられた次数 d と種数 g をもつ 内

の⾮特異射影曲線は、ある射影多様体の開集合（準射影多様体の有限和）として、パラメータ付けす

ることができる。しかし、次のような問題も個々に残っている：

　1．曲線の次数 d と種数 g を固定したとき、Chow 多様体や Hilbert スキームの次元の決定。

　2．定義イデアルの決定や曲線の極小自由分解の構成。

　Hartshorne（1977）では、1970 年代までの空間曲線に関する基本的な結果が述べられている。ま

た Naito（2002）では、６次以下の曲線の極小自由分解およびその Betti Sequence を示している。そ

こで本稿では、Naito (2002) の結果と証明について考察していく。

２　準備
　ここで、本稿で使われる用語の定義を述べておく。主に、Hartshorne（1977）、Griffiths and Harris 

（1978）、Harris（1992）、Eisenbud（1995）、Eisenbud（2006）などで用いられる記号である。

　 • k を標数任意の代数的閉体とする。

　 ・ 曲線とは、 　内の⾮退化で被約かつ既約な⾮特異射影曲線を意味することとする。

　 ・ コホモロジー群              の次元を   　　　 で表す。

※⽇本経済⼤学経済学部商学科

 内の曲線の極小自由分解についての考察（Part Ⅰ）
A Note on Minimal Free Resolution for Projective Curves in  (Part I)

⽮城　信吾※

Shingo Yashiro※

要旨
　本研究ノートでは 内の曲線の極小自由分解について、Naito （2002） の結果を考察をしていく。
この考察を基に 内の次数 d が７以上の曲線の極小自由分解の構成や射影空間  内の曲線
および余次元２の部分多様体の極小自由分解の研究に発展させるのが本研究ノートの⽬的である。

Keywords : Minimal Free Resolution, Syzygy, Space Curve, Rational Normal Curve, Rational 
Normal Scroll,Elliptic Normal Curve, Quadric Surface, Del Pezzo Surface.

－ 213 －



　 ・ �主に⾮特異射影曲線を扱うので、算術種数  　　　と幾何種数  は⼀致する。よって、種数 と

して扱う。

　以下、C ⊂ 　を曲線とする。曲線 C が m-regular であるとは、C のイデアル層  について

が成り立つことである。これに対して

を C の定義イデアルとする。この  の S 加群による極小自由分解を

とする。C が m-regular であるとき

が成り立つ（Eisenbud et al., 2005）。ここで

を C の Betti Sequence という。１） ここで曲線 C の次数 d と種数 を固定する。６次以下の空間曲線

の Betti Sequence を示す。これらは次の (1) 〜 (15) のタイプに分類される：
Theorem 1. （Naito（2002））. ６次以下の空間曲線の Betti Sequence は次のようになる：２）

表１　各曲線の Betti Sequence
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　Theorem 1 を示すために、次の定理・補題を用意する：
Theorem 2. (Gruson et al., 1983). C を　 内の次数 d、算術種数 g の⾮退化で被約かつ既約な射影曲

線とする。このとき、C は (d−1) -regular である。また d ≥ 5 のとき、C が (d−2)-regular ではない

ことと、次の条件 (1)・(2) を満たすことが必要十分である。

 (1) C が⾮特異有理曲線となる。

 (2) C が (d−1)-secant line をもつ。

　より⼀般的に、C を射影空間  の⾮退化で被約かつ既約な射影曲線とすると、C は  

-regular となる。

　次の２つの補題は Betti 数  を計算するために用いられる：
Lemma 1. (Naito, 2002). C を　 内の次数 d、算術種数 g の⾮退化な射影曲線とし、C を  と

する。このとき

　　　　　　

とおくと、次の 4 つの式が成り立つ：

 の Hilbert 多項式  の係数を⽐較して求める。まず、  の極小自由分解

より

がいえる。⼀方で、Riemann-Roch の定理より

がいえる。この  の係数と定数項を⽐較すると、式 (1) 〜 (4) を得る。 
Lemma 2. (Naito, 2002). C を　  内の⾮退化で被約かつ既約な曲線とする。

とおく。このとき、  の極小自由分解
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に対して、次のことがいえる。３）

Proof. (1) 〜 (4) は極小自由分解の極小性から得られる性質である。

 について示す。

 の基底を をとる。 とすると、極小性から が取れて、

 内において、  が成り立つ であり、  は UFD であるから、  かつ 

 となる。  は既約かつ被約であるから、これは矛盾となる。よって、

 についても同様に示せる。

 について示す。  の基底を をとる のとき、

 がとれて

がいえる。このことから

が得られるが、  は既約であるから矛盾する。よって、 となる。よって、

となる。 
Theorem 3. (Hartshorne (1977), Griffiths and Harris (1978)).  内の次数 、種数  の⾮退化な⾮特異

射影曲線とすると、d ≥ 3 であり、

　この定理から、(d, g) が決定される。

　次の 3 節〜 6 節では、  内の曲線の分類に関して重要な曲線・曲面のクラスについて述べる。

3　2次曲面について
　この節では、Hartshorne (1977)、Griffiths and Harris (1978)、Harris (1992) などにそって、  内の

既約 2 次曲面について概説する。特に断らない限り、k は標数 2 でない代数的閉体とする。4)

既約 2 次曲面は、(1) ⾮特異 2 次曲面  (2) 2 次錐  に分類される。
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3.1　非特異2次曲面について
　⾮特異 2 次曲面とは、既約な 2 次斉次多項式  で定義される曲面  であり、特異点集合

となるものである。

　任意の⾮特異 2 次曲面は  に同型である。実際に、  を Segre 埋め込みした像

 を考えたとき

によって、  内の⾮特異 2 次曲面  が定義される。この曲面に変数変換すること

で同型が示される。

　また直線束の同型類全体の集合（Picard 群）  である。ここで⽣成元  

とした。この  は Intersection Pairing として

の関係がある。さらに考察を進めることで、直線束  のコホモロジー群は次のように決定され

る。
Proposition 1. (cf.Hartshorne, 1977; Yashiro, 2022). 直線束  のコホモロジー群は次の

ように決定される：

がいえる。また、(a,b) 型の曲線C の  上でのイデアル層  に対して

となる。

　この結果より、C が ACM であるための必要十分条件が  であることがいえる。

3.2 　2次超曲面および２次錐に関する補足
　ここでは、⼀般の2 次超曲面について補足する（cf. Griffiths and Harris, 1978; Harris, 1992）。

多項式環  内の斉次 2 次多項式

で定義される  内の 2 次超曲面  について考える。  には、対称行列  が対応している。

この A の階数によって分類できる。

－ 217 － 内の曲線の極小自由分解についての考察（Part Ⅰ）



Proposition 2.  内において、2 次超曲面は次の形へ変数変換し帰着できる：

r = n + 1 のとき、⾮特異 2次超曲面で⾮退化となり、r < n + 1 のときは、次のような 2 次錐が構成され

る：Sing  次元線形多様体であり、  内の⾮特異 2 次超曲面上の錐として構成

できる。さらに

　

　

　

がいえる。

　これらの結果より、  内の⾮特異 2 次曲面  と 2 次錐  は変数変換をすることで、次の方程式に

帰着できる：

となる。また  上の⾮特異曲線 C に関しては、次のことがいえる：
Proposition 3. (Hartshorne, 1977). 2 次錐  上の次数 d で種数 g の⾮特異曲線 C は (1) 次数 a の曲

面との完全交叉または (2) 次数 d は奇数であるかのいずれかである。(1) については、 d = 2a の偶数

であり、  となる。また (2) については、  の奇数で、 となる。

4　3次曲面について

　3 次曲面については，(1) 正規 3 次曲面と (2) ⾮正規 3 次曲面に分類される。(1) 正規 3 次曲面につ

いては

に分類される。(1a) については，Del Pezzo 曲面と呼ばれるクラスになる。まず、この Del Pezzo 曲

面についての概説を行う。

4.1　Del Pezzo曲面について
　射影曲面 X がDel Pezzo 曲面とは、反標準因⼦  が⾮常に豊富なものをいう。主な結果は 

Hartshorne (1977) などからの引き戻しである。このような曲面は次のように分類される。
Proposition 4.  X を次数 d の Del Pezzo 曲面とする。このとき、3 ≤ d ≤ 9 である。また、次のことが成

り立つ。

(1) d = 9 のとき、これは射影平面  に同型であり、これは  への 3 次の Veronese 埋め込みとなる。
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(2) �d = 8 のとき、これは射影平面  の 1 点 Blow-up または  に同型である。特に、  につ

いては、Segre 2 重埋め込みになっている。

(3) 3 ≤ d ≤ 6 のとき、これは射影平面  の⼀般の位置にある 9 − d 点 Blow-up と同型である。

　 この Del Pezzo曲面の直線束の同型類 Pic X について、次のことがいえる。
Proposition 5. (Hartshorne, 1977). Del Pezzo曲面の直線束の同型類 Pic X は次のようになる：

(1)  d = 9 のとき、  である。⽣成元  は  = 1 となるものである。これは直線を因⼦として

みたものの同型類である。また超平面切断の同型類 h は (3;) 型である。

(2) d = 8 のとき

　(a) 射影平面  の 1 点 Blow-up では、  となる。これらは

が成り立つ。  は射影平面  上の直線 L を X 上への引き戻したものの同型類であり、 e1 は 1 点 P1 を 

Blow-up することでできる例外因⼦ E1
5) の同型類である。また超平面切断の同型類 h は (3;1) 型であ

る。

　(b)  のときは、  となる。これらは

が成り立つ。また超平面切断の同型類  は (2,2) 型である。

(3) 3 ≤ d ≤ 7 のときは、  となる。これらは

である。ただし、  = 9 − d とする。また超平面切断の同型類  は (3;1,...,1) 型である。

Remark 1. (Hartshorne, 1977). 射影平面  を  点 Blow-up して構成される Del Pezzo 曲面上の

 型の有効因⼦は、  上の曲線 C で次のようなものに対応している：C は次数 a で、各点

を  重点としてもつ曲線である。このことから、ある完備線形系の部分線形系に対応していること

がいえる。

　Del Pezzo 曲面上の因⼦ C の算術種数  および射影空間内での曲線（有効因⼦）としての次数 

degC については、次のことがいえる。
Proposition 6. Del Pezzo 曲面上の因⼦ C の算術種数  および次数 deg C は次のようになる。

(1) d = 9 のとき、C を (a;) 型の因⼦とすると

である。

(2) d = 8 のとき

　(a) 射影平面  の 1 点 Blow-up では、C を  型の因⼦とすると

　である。
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　(b)  のときは、C を (a,b) 型の因⼦とすると

　である。

(3) 3 ≤ d ≤ 7 のときは、C を  型の因⼦とすると

　である。ただし、  とする。

　これらの結果および Yashiro (2022) からの引き戻しにより、次のことがいえる。
Proposition 7. (Yashiro, 2022). Del Pezzo 曲面上の ACM 直線束は次のように分類できる：

表２　ACM line bundle の型
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4.2　その他の３次曲面に関する補足
　その他の 3 次曲面 (1b), (1c), (2) についての結果を述べる。

(1b) について、3 次錐  は変数変換を行うことで、次の斉次多項式に帰着できる：

　ただし、  であり、  は既約 3 次斉次多項式で斉次座標系  をもつ

射影平面  内の楕円曲線を表す。

　(1c) については、 　　　　　　　　　　であり、3 次曲面  は変数変換を行うことで、次の斉次

多項式に帰着できる：

　ただし、  はそれぞれ 2 次および 3 次の斉次多項式であり、 と  は共通成分を持たない。

(2) の⾮正規3 次曲面  については、次のことがいえる。
Proposition 8. (Lee et al., 2011). ⾮正規 3 次曲面  は変数変換を行うことで   と

でき、斉次多項式  は次のように表される：

(1)  の標数が 2 でも 3 でもないとき

　  または  となる。

(2)  の標数が 2 のとき

　 または  

　　 となる。

(3)  の標数が 3 のとき

　  または 

　　 となる。

5　正規有理曲線について

　この節では、有理曲線の中で基本的である正規有理曲線について概説する。これらの結果は、

Eisenbud (1995)、Eisenbud (2006)、Hartshorne (1977)、Griffiths and Harris (1978)、Harris (1992) な

どからの引き戻しである。以下、  の斉次座標系を  とする。すなわち、

とする。射影直線  も次数  の因⼦  による⼤域切断

を考える。この基底により構成される射  の閉埋め込みであり、その像  は  次

の有理曲線となる。これを正規有理曲線という。この曲線の定義イデアル  は 　　個の 2 次斉次多

項式で⽣成される。別の表現として曲線 C の定義イデアル  は 2 ×  行列
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の 2 × 2 小行列式全体で⽣成されるイデアル  に等しい。これは、  を Segre 埋め込

みした射影多様体を線形多様体で切断したものである。実際に  の定義イデアル 

 は 2 ×  行列

の 2×2 小行列式全体で⽣成されるイデアル   　　 となる。さらに、線形多様体  は  次元で

　で定義される。これより  および、  がいえる。

正規有理曲線  の極小自由分解については、Eagon-Northcott 複体が対応する：

　ただし、r ≥ 1 とする。これより Betti 数  は、 

　であり、それ以外は  である。
Example 1. 正規有理曲線の簡単な例として、  を考えると、平面 2 

次曲線  が定義できる。
Example 2. 同様に、  を考えると、ねじれ 3 次曲線 C が定義

できる。これは  により定義される。

　より⼀般的な結果として、Rational Normal Scroll の極小自由分解を考えることができる。

　Rational Normal Scroll とは、  上の階数  のベクトル束εの射影化  をある射影空

間  に埋め込んだものである。具体的には

に対して、 とおいて埋め込むものである。  の定義イデアル  を考え

る。  として 2 × D 行列

　の 2×2 小行列式全体で⽣成されるイデアル  に等しい。  における定

義イデアル  の極小自由分解は
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である。

Remark 2. 階数 1 のベクトル束  のとき、  であり、埋め込みは

 となるから、正規有理曲線を意味する。
Remark 3. 階数 2 のベクトル束  のとき、  に対し

て、  とすると、  となる。これは、Hirzebruch 曲面に同型であることがい

える。

6　正規楕円曲線について

　種数 1 の⾮特異代数曲線を楕円曲線という。以下、C を楕円曲線とし、  とする。C 上の次数 

 の因⼦  に対応する埋め込み  における像は  次曲線となる。これ

を正規楕円曲線という。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  とすると Riemann-Roch 

の定理より

と基底を選ぶことができる。  のとき、  内の⾮特異 3 次曲線が得られる。  のときは、4 

次曲線となり、2 つの 2 次曲面の完全交叉となる。

　この関係式を導出するために、Rational Normal Scroll Surface を構成する。上記の基底の構成を利

用して

を考えると、2 × (a + b) 行列

が構成される。ただし、  であり、  である。

この 2 × 2 小行列式全体で定義される  内の射影曲面が定義できる。

　1.　  = 4 のときは、 （  は 2 次錐）となる。6)

　2.　  ≥ 5 のとき、 埋め込み  が構成できて、  は⾮特異射影曲面

（次数  − 1 の Hirzebruch 曲面）となる。

　先述の通り X は Hirzebruch 曲面に同型であり、その Picard 群は

で与えられる。ただし、  は超平面切断 に対応する直線束  の同型類、  は   

上のファイバーに対応する直線束  　　　　　　　の同型類であり、　　  　　　　　　　　　  であ
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る。この曲面上において、正規楕円曲線 C に対応する X 上の因⼦は  　　　　　　　　　である。す

なわち、  の⽣成系から、  の⽣成系を構成することを考える。より⼀般的には、X の極小自由分

解を利用して、C の極小自由分解を構成することとなる。X の斉次座標環  上での C の定義イデア

ルを  とし、その層化を考えると

を意味する。これより、  の極小自由分解は

の極小自由分解を −2 シフトしたものだと考えられる。これは Eagon-Northcott 複体の Mapping 

Cone として構成することができる。
Theorem 4. (Hoa et al., 1991; Hoa (1993).  を  次の正規楕円曲線とする。このとき、

 における X の極小自由分解は次で与えられる。

　また、Betti 数  について、  であり

であり、その他は  となる。

７　Theorem 1 の証明の詳細

　以下、Naito (2002) の証明について、順次示していく。まず次数の関係から  のとき、  

となることに注意しておく。

 のとき、C は 2-regular となる。また  より、1-regular ではな

い。Lemma 1 より

である。 について解くと

である。また  は
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である。2-regular であるから　　　　　　　　　　 となり，Betti Sequence は 　　　となる。これ

は Type (1) である。

のとき、C は 3-regular となる。また  より、2-regular ではない。

Lemma 1 より

である。よって、  について解くと

である。また  は

である。3-regular であるから  となる。Lemma 2 より、  のとき

 であるから、Betti Sequence は 　　　　　　 となる。これは Type (2) である。

　　　　　　　 のとき、C は 3-regular となる。また  より、2-regular ではない。

Lemma 1より

である。よって、  について解くと

であり

 

となる。3-regular であるから　　　　　　　　　　　 となる。Lemma 2 より、　　　　 のとき  

 であるから、Betti Sequence は  となる。これは Type (3) である。

　　　　　　　 のとき、C は 4-regular となる。また  より、  である。さらに、コホモロ

ジー群の完全列

より

　だから、  となり、C は 3-regular ではない。ここから  について、次のように場

合分けをおこなう。
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(1)  　　　　のとき、Lemma 1 より

である。  について解くと

である。また 　　　　　　　　 は

である。仮定  より、  がいえる。また C は、4-regular より  

 となる。これより、  がいえる。  であることから、  である

ことがいえる。さらに Castelnuovo の結果より、曲線 C は 4-secant line を 1 本持つことがいえる。これ

より であることがいえる。  から、  がいえる。よって、

もいえる。よって、  であるから、Betti Sequence は (0,4,1|0,3,2|0,0,1) となる。これは Type (4) 

である。

(2)  のとき、Lemma 1 より

である。  について解くと

であり、

で あ る。  で あ る か ら、Lemma 2 よ り  で あ る。よ っ て、  と な

り、  で あ る。C は 4-regular よ り、  と な る。こ れ ら よ り、

 であるから、Betti Sequence は (1,0,4|0,0,6|0,0,2) となる。これは Type (5) 

である。

 のとき、C は 4-regular となる。さらに任意の 2 次曲面（⾮特異 2 次曲面と 2 次錐）

上の因⼦で⼀致するものは存在しない。よって、  がいえる。さらに

より、C は 3-regular であることがいえる。Lemma 1 より
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である。  について解くと

である。また  は

である。3-regular であるから  である。また  だから、Lemma 2 より 

 となる。よって、  となるから、Betti Sequence は (0,5|0,5|0,1) となる。

これは Type (6) である。

 のとき、C は 4-regular となる。また  より、  であるが

より、  である。さらに

より、C は 3-regular であることがいえる。よって Lemma 1 より

である。よって、  について解くと

であり

である。  より、  となる。また C が 3-regular より、  とな

る。よって、  となるから、Betti Sequence は (1,2|0,2|0,0) となる。これは 

Type (7) である。

 のとき、C は 5-regular となる。また  より、  である。ここで、  につ

いて、場合分けを行う。

(1)  のとき、  であり

がいえる。また

である。ここで、  の値を調べる。

(i)   　　　  のとき、C は 4-regular となる。Lemma 1 より 
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である。よって、  について解くと

 

であり

である。  より、  となる。これより、  である。

また C が 4-regular より、  となる。この結果より、  がいえるか

ら、Betti Sequence は (0,1,6|0,0,9|0,0,3) となる。これは Type (8) である。

(ii)  のとき、C は 4-regular ではない。このとき C は 5-secant line  をもつ。  とし、
C 上の因⼦  で定める。このとき、deg C = 6, deg D = 5 であることに注意すると、層の完全系列

より、  において  がいえる。よって

が完全となる。また Mayer-Vietoris Sequence

より、 であり、  に対して  がいえる。さらに

より、  は 4-regular となる。4-regular だから  に対して、  となる。これより  は次数 

4 以下の曲面に含まれる。よって、  と C の Betti Sequence は  を除き⼀致する。  の 

Betti Sequence は (0,2,2|0,0,4|0,0,1) だから、C のBetti Sequence は (0,2,2,1|0,0,4,2|0,0,1,1) となる。こ

れは Type (9) である。 

(iii)  のとき、  を  の部分ベクトル空間としてとり、積写像

を考える。このとき  となるが、このようには取ることはできない。

よって  の場合は存在しない。

(2)  のとき、⾮特異 2 次曲面  上の (1,5) 型因⼦ C として考えることができる。

層の完全系列

より、次が完全である。
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これより

がいえる。ここで、  とすると、 

であり

がいえる。このことより  である。また、  を求めると

とできる。ただし、  は任意の自然数である。 　　　　より  　　　　　 　　となり、

より、 となる。よって、 となる。補題より、

となるから、 となる。CのBetti Sequenceは

(1,0,0,5|0,0,0,8|0,0,0,3) となる。これは Type (10) である。

 のとき、C は 5-regular となる。任意の 2 次曲面上に C は存在しないから、  が

いえる。さらに

がいえる。

(1)  のとき、C は 4-regular となる。Lemma 1 より

となる。よって、  について解くと

であり

である。 より、  である。これより  であ

る。また C が 4-regularより、  となるから、  となる。よって、

Betti Sequence は (0,2,3|0,0,6|0,0,2) となる。これは Type (11) である。

(2)  のとき、 を  の部分ベクトル空間としてとり、積写像

を考える。このとき  となるが、このようには取ることはできない。よって  の場

合は存在しない。

 のとき、C は 5-regular となる。任意の 2 次曲面上に C は存在しないから、  

がいえる。さらに

がいえる。同様の議論で次のことがいえる。

(1)   　　　 のとき、C は 4-regular となる。Lemma 1 より
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となる。

よって、  について解くと

であり

である。  より、  である。また C が4-regular 

よ り、  と な り、Castelnuovo の 結 果 か ら、曲 線 C は 4-secant line を 1 本

持つことがいえる。これより  であることがいえる。よって、  がいえて、

 だから、Betti Sequence は (0,3,1|0,1,3|0,0,1) となる。これは Type (12) である。

(2)  のとき、 を  の部分ベクトル空間としてとり、積写像

を考える。このとき  となるが、このようには取ることはできない。

よって  の場合は存在しない。

 のとき、C は 5-regular となる。  より  となる。

(1)  のとき、C は 3-regular となる。実際に

となる。Lemma 1 より

となる。よって、  について解くと

であり

である。C が 3-regular より、  である。また  よ

り  となる。よって、  となり、Betti Sequence は (0,4|0,3|0,0) 

となる。これは Type (13) である。

(2)  のとき、Lemma 1 より
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となる。よって、  について解くと

であり、  より、  である。よって、  となって、  となる。

また、C は 4-regular となる。実際に

となる。よって、  となり、Betti Sequence は (1,0,3|0,0,4|0,0,1) となる。これは 

Type (14) である。

のとき、C は 5-regular となる。  より  となる。また

より、  となる。ここで C は⾮特異 2 次曲面  上の (3,3) 型因⼦で実現できる。さらに層の完全列

より

だから、  がいえる。また

から、C は 4-regular であることがいえる。また、Lemma 1 より

となる。  について解くと

となる。よって、C の Betti Sequence は (1,1,0|0,0,1|0,0,0) となる。これは Type (15) である。

8　例の構成

ここでは Naito (2002) に基づいて、埋め込みを構成する。

 　　　　　　　のとき Type (4) については、 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 であり，

これは 　 内の正規有理曲線 を、線形空間 　　　　　　　　 を中⼼に射影したものである。すなわ
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ち、 　　　　　である。これは Del Pezzo曲面内の (3;1,1,1,1,0,0) 型因⼦である。

 のとき Type (5) については、  であり、これは 

 内の正規有理曲線  を、線形空間  を中⼼に射影したものである。

すなわち、  である。また、これは⾮特異 2 次曲面  内の (1,4) 型因⼦である。

 のとき Type (10) については、  であり、こ

れは  内の正規有理曲線  を、線形空間  を中⼼に射影したものである。すなわち、

 である。 また、これは⾮特異 2 次曲面  内の (1,5) 型因⼦である。

９　結び

　本研究ノートでは Naito (2002) を基に  内の曲線の極小自由分解を考察したが、これらの曲線は

ある射影空間  内に埋め込まれた曲線の射影で構成される。実際に、射影空間  内の⾮特異射影

曲線は、  内の曲線に同型として埋め込むことができる。その際、Secant Variety の構成・考察が必

要となる。より⼀般的に、  次元⾮特異射影多様体は  内の射影空間に埋め込むことができる。

Secant Variety の具体的な定義多項式の決定は興味深く、現在 Zak (1993)、Fisher (2006)、Bothmer 

and Hulek (2003) などの文献を中⼼に考察を始めている。また⼀方で、  内の曲線は  上の階数 2 

のベクトル束に対応している。それらは Hartshorne (1978)、Okonek et al. (1980) などで考察されて

きた。具体的に曲線の次数  と種数  の組  を与えたとき、どのようなベクトル束が対応している

かも興味深い。1 つ 1つ考察を進めていこうと考えている。
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注

1) 今回、⾮退化曲線を考察するため、  となる。
2) Naito (2002) の表記と違うことに注意する。
3)  (2) 〜(6) については、順次仮定を強めたものと考察できる。また (7) の類似として、「  ならば

」も導くことができる。この他にも計算上有益と思われるものは補題として整理する必要がある。
4) この仮定がないと，対称行列と 2 次形式との関係性や階数による⾮特異判定などができなくなる。
5)   が例外直線とは、  かつ  が成り立つものである。⾮特異曲面上の 1 点をBlow-upすることで構成

される。
6) この射は、特異点  を中⼼とした Blow-up を意味する。
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